DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. LO 
MATEMÁTICAS II. 2° DE BACHILLERATO. f) 1) 


UNIDAD 9. ESPACIO EUCLÍDEO. 





IES LA BAHIA 


ACTIVIDADES 





1. Perpendicularidad. Espacio Euclídeo. 





1. Hallar la ecuación general del plano que contiene al punto P(1, —1, 0) y tiene por vector 
normal el vector ñ = (1, 2, -1). 


2. Dados los planos T=x+2y-Z=4 y T=2x+4y+kz=3, averiguar el valor de k para que: 
a) n y T sean paralelos. b) m y T' sean perpendiculares. 


3. Determinar el valor de m para que los planos T=3x+my-zZ=-3 y T=2x-y+mz=1 
sean perpendiculares. 


4. En cada uno de los siguientes casos, hallar las ecuaciones cartesianas de la recta r que pasa 
por el punto P y es perpendicular al planon: 


a) P(1, 0,1) r=x+y-1=0 b) PQ, 1,-1) r=x-2y+8z=1 


5. a) Hallar las ecuaciones cartesianas de la recta r perpendicular al plano T=x+2y-Z=-1 y 
que pasa por el punto P(O, 1, 0). 

b) Entre los planos que contienen a la recta r, hallar la ecuación general de uno que también 
contenga al punto Q(1, 0, 1). 


6. Dados la recta r = = E E Z y el plano T=x+3y+bz=1, hallar los valores de las 
a 


letras a y b para que r y T sean perpendiculares. 











7. Dados la recta r = sle a = E y el plano T=2x-y+nz=0, hallar m y n para que: 
m 
a) La recta r sea perpendicular al plano m b) La recta r esté contenida en el plano n 


8. En cada uno de los siguientes casos, hallar el valor de k para que la recta determinada por 
los puntos A y B sea paralela al plano T : 


a A(1, 2, 3) B(B,k, 1) n=x+y+z=-1 b) A(1, 0, —1) B(k, 2,3) m=2x-y+z=3 


9. En cada uno de los siguientes casos, hallar la ecuación general del plano que pasa por el 
punto P y es perpendicular a la recta r: 


E X-y+z=3 
Z 


a) P(0, 1,2) r 


=0 


b) P(2, 1,—1) r =] 
x+y=2 
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10. Hallar la ecuación cartesiana del plano perpendicular al segmento de extremos A(1, 2, 1) y 
B(1, 0, 3) y que pasa por su punto medio. 


11. Hallar la ecuación general del plano perpendicular al segmento de extremos A(1, —1, 0) y 
B(0, 1, 0) y que pasa por el punto A. 


12. Hallar la ecuación cartesiana del plano que pasa por los puntos A(1, 3, —1) y B(4, 2, —2) y es 


perpendicular al plano T=x+y-Z+3=0. 


z ; -1 -2 
13. Hallar la ecuación general del plano que contiene a la recta r = ar e y es 





perpendicular al plano T=2x-y+2=0. 


14. Hallar la ecuación general del plano que pasa por el punto A(1, 1, 2), es paralelo a la recta 
k -2y+z=0 
r= 


i y es perpendicular al plano r=x+y-2z=8. 
X= 


15. Hallar la ecuación general del plano que pasa por el punto P(1, 1, 1) y es perpendicular a 
los planos T=Xx-—yY+Z=-3 y T=x+2z=1. 


-=1 y_z+1 
1 2 3 
que la recta que pasa por A y B, sea paralela al plano T=3x-2y+Z=4. 





16. Dados el punto A(3, 1, —1) y la recta r = ž , determinar el punto B de r, tal 


17. En cada uno de los siguientes casos, hallar las ecuaciones cartesianas de la recta s que 
pasa por el punto P, que se apoya en (corta a) la recta r y es paralela al plano n: 


ayi 
a) P(1, 0, 1) r= n tr=2x+y-z=0 b)P(1,2,-1) r=x=y=z T=3x+2y-zZ=4 
2y-z=2 
18. Dadas las rectas r=s[x=1-mt;y=2+t;z=3-2t » s= 3-22 -z, hallar el valor de m 


para que r y s sean perpendiculares. 


19. En cada uno de los siguientes casos, hallar el punto simétrico de P respecto del plano T: 
a) P(1,0,-1) r=2x+2y-z=6 b) P(0, 1,2) r=x-3z-4=0 








x-2 y+l z-5 
-2 3 
ecuaciones en forma continua de la recta r” simétrica de r respecto de 7. 


20. Dados la recta r = y el plano T=2x+y-Z+8=0, hallar las 


21. En cada uno de los siguientes casos, hallar el punto simétrico de P respecto de la recta r: 


-z=3 
a) P(O, 1,2) r=x-3=y-4=z-2 b) P(3, 2, 0) ms Z 
x+2z=-1 


y-1=0 
x+z=3 
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c) P(0,1,-1) r 


22. Dados los puntos A(0, 1, 1) y B(2, 1, 3), determinar la ecuación general del plano respecto 
del cual los puntos A y B son simétricos. 


23. En cada uno de los siguientes casos, hallar las ecuaciones cartesianas de la recta s que 
pasa por el punto P y que corta perpendicularmente a la recta r: 


x-5_ z-1 


y-1= 5 b) P(3, 2, 1) rax-1=-y+1=-z c)PQ, 1,3) r=eje OZ 








a) P(1, 3,2) r= 





24. Dados el plano n =2x+y-z+2=0 y la recta r== =y= = 


a) Determinar la posición relativa de ambos según los valores de m. 
b) Para m =-3, hallar la ecuación general del plano que contiene a r y es perpendicular a T. 


c) Para m = -3, hallar la ecuación general del plano que contiene a r y es paralelo a T. 


25. Dados el punto P(1, —1, 0) y la recta r=[x=1+2t;y=1-—t;z=2+t }, hallar la ecuación en 


forma continua de la recta s que pasa por P y es perpendicular al plano que pasa P y contiene 
a la recta r. 


26. Hallar la ecuación en forma continua de la recta s contenida en el plano T=x+2y+3z=1 


. x=2z+4 
y que corta perpendicularmente a la recta r = P en el punto (2, 1, —1). 
y=2z+ 


27. Dadas la recta r =x =2y=-z y la recta que pasa por los puntos A(1, —1, 1) y BC, 1, 0), 


hallar la ecuación en forma continua de la recta s perpendicular a ambas y que pasa por el 
punto P(1, 2, 1). 


, determinar la 


x+y-2z=0” 


x-y=3 , |x=y+z=3 
y+z=1 


28. Dados el punto P(1, —1, 0) y las rectas r -| r= 


ecuación en forma continua de la recta s que pasa por P y es perpendicular a ambas. 


2. Distancias. 





2x-y=5 
29. Dados el punto P(1, 0, -2) y la recta r = 4 

2x+y-4z=7 
a) Determinar las ecuaciones cartesianas de la recta s perpendicular a r que pasa por P. 
b) Calcular la distancia entre el punto P y su simétrico respecto de la recta r. 


3x-y-z=2 


30. Dados el punto P(1,-—3, 7) y la recta r = | , calcular la distancia entre el 


X+y=Z=-= 
punto P y su simétrico respecto de la recta r. 


31. Hallar la ecuación general del plano que corta a los ejes de coordenadas en puntos situados 
a dos unidades de distancia del origen. 
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32. En cada uno de los siguientes casos, hallar un punto de la recta r que equidiste de A y B: 


z-3 
2 


a) A(2, 1, 2) B(0, 4,1) r=x=y-2= e 





b) A(1, 2, 3) BQ,1,0) r =] 
x+y-z=2 


33. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los 
puntos A(1,-1,2) y B(, 1, 0). 


34. En cada uno de los siguientes casos, hallar la distancia del punto P al plano m: 


a) P(1,0,-1) rn=x-y-=z=-1 b) P(—2, —1, 0) rm=3x+2y+6z=41 


35. Dados la recta r=x-1=y -72 y el plano T=x+y+Z=0, determinar: 


a) El punto en el que la recta r corta al plano m. 
b) Los puntos de la recta r que distan /3 u. del plano 7. 


36. En cada uno de los siguientes casos, determinar los puntos de la recta r que equidistan de 
los planos T y m: 





a) r= a => 7 T=4x+32+4=0  T=2x+2y+z=2 
=0 

b) r=} T=x+z-1=0 T=y-=z-3=0 
2y-1)=z-83 


y =1 


, determinar la ecuación general de un 
x+z+1=0 


37. Dados el punto P(1, 1, 1) y la recta r =] 
plano que contenga a la recta r y que se encuentre a dos unidades de distancia del punto P. 
x-y+1=0 


y-2z=3 
planos perpendiculares a la recta r y que disten tres unidades del punto P. 


38. Dados el punto P(1, 1, 1) y la recta r =] , determinar la ecuación general de los 


39. En cada uno de los siguientes casos, hallar la distancia entre los planos T y n: 
a) T=2x+y-2z=1]1 T =4x +2y -4z =-—4 b) T=3x+4z=15 T=3x+4z=-10 


40. Hallar la ecuación general de los planos paralelos al plano t = 6x -—3y+2z+1=0, situados 
a dos unidades de distancia. 


-1 1 2 Lx, 
41. Dados la recta r = = = e => y el plano T=2x+2y-z-6=0, determinar la posición 


relativa y calcular la distancia entre ambos. 





42. a) Hallar las ecuaciones cartesianas de la recta r que pasa por el origen de coordenadas y 
es paralela a los planos T=x+y+Z=3V/3 y TU=-x+y+z=2. 
b) Hallar la distancia de la recta r al plano m. 
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43. En cada uno de los siguientes casos, hallar la distancia entre el punto P y la recta r: 


-z=2 
a) P(0,0,)  r=[x=tiy=1+2tiz=-2+2t) b) P(1, 0,1) ri r 
y= 


x+3y+1=0 x+z-1=0 


P(22, -1, 0 = 
DER pa E 


d) P(2, 0, 3) n= 


44. En cada uno de los siguientes casos, hallar la distancia entre las rectas r y s: 























x-1 z-1 x+1 z-2 3x—y=4 x=-5 

a)r= =y-2= s= =y-1= b) r= s= 

4 3 4 3 z=2 2y+3z=17 

1 z-2 x-1 y y-1_z x-5 
C)r= = = = === -2 d = a AAA = = -3= -92 
) y 5 S z Z )r=x a S 3 y Z 
y-1 Z , |x=0 
45. Dadas las rectas r =x-1==—— =— r= 
0 -1 z+1=0 


a) Hallar las ecuaciones cartesianas de la recta s que corta perpendicularmente a r y r’. 
b) Hallar la distancia entre las rectas r y r’. 


x-y+1=0 , [|x-2y+9=0 
46. Dadas las rectas r= y r= x 

x-y+z=0 x+z+1=0 
a) Hallar las ecuaciones en forma continua de la recta s que corta perpendicularmente a r y r’. 
b) Hallar la distancia entre las rectas r y r’. 


3. Ángulos. 


47. Hallar el ángulo que forman las rectas r =—=3+% s=[x=3-tiy=2+tiz=1-4) 
48. En cada uno de los siguientes casos, calcular el ángulo que forman los planos T y T': 


a) T=x-3y+4z=1 T=2x+2y+z=3 b) T=-x+2y+zZ=1 M=x+y+2=3 


X+y+z=4 


49. Calcular el ángulo que forman la recta r = | y el plano T=x+y=3. 


x+z=2 


50. Hallar el ángulo que forman la recta r = Ez = a =Z+8 yel plano T=3x+4y+5=0 
51. Dados la recta r = e =y-2=Z+8 y el plano T=x+y=5, hallar el punto de corte entre 


ambos y el ángulo que forman. 
52. Dado el plano T=mx+2z-1=0 
a) Discutir según los valores de m, su posición relativa respecto al plano XY. 


b) Hallar los valores de m para que la recta normal al plano T que pasa por el origen, forme 
un ángulo igual de 90” con el plano XY. 
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4. Areas y volúmenes. 


53. a) Dados los puntos A(O, 0, 0), B(0, 5, 0), C(1, 2, 3) y DA, 7, 3), calcular el área del 
paralelogramo que determinan. 

b) Dados los puntos A(2, 2, 2), B(1, —1, 0) y C(0, 1, 2), calcular el área del triángulo que 
determinan. 


54. En cada uno de los siguientes casos, calcular el área del triángulo cuyos vértices son los 
puntos de intersección del plano r con los ejes de coordenadas. 


a) T=3x+2y-3z=6 b) T=2x+2y-z=6 


55. Hallar la ecuación de un plano que sea paralelo al plano T=x+y+z=1 y forme con los 


ejes de coordenadas un triángulo de área 1843 u2. 


2x+y=0 


6 y los puntos A(0, 1, 1) y BC, 1, 3), calcular: 
Z= 


56. Dados la recta r =] 


a) Las coordenadas de los posibles puntos C de la recta r, para que el triángulo ABC tenga un 
ángulo recto en el vértice A. 


b) Las coordenadas de los posibles puntos D de la recta r, para que el triángulo ABD tenga 
área igual a V2 u2. 


x+y+1=0 


57. Dados la recta r =] y los puntos B(1, 2, —3) y C(9, —1, 2), calcular: 


y-z=0 
a) Las coordenadas de un punto A de r, de forma que el triángulo ABC sea rectángulo en A. 


b) El área del triángulo ABC. 


58. Dados la recta r = -< -2 — y el plano T=x-—y+z+1=0, calcular el área del 


triángulo ABC, siendo A el punto de intersección de la recta r con el plano n, B(2, 1, 2) € r 








y el vértice C la proyección ortogonal del punto B sobre el plano T. 


59, Calcular el volumen del paralelepípedo de aristas OA E OB, OC, siendo los vectores 
OA =(1,0,1), OB=(2,1,-1), OC=(2,2,-1) 


60. Dados los vértices A(2, 1, 1), B(0, 2, 4), C(0, 1, 1) y DG3, 0, 1) de un paralelepípedo de 
aristas AB, AC y AD, calcular las coordenadas de los restantes vértices y su volumen. 





61. En cada uno de los siguientes casos, hallar el volumen del tetraedro de vértices A, B, C, D: 


a) A(1, 2, 1) B(3, 2,2) C(2, 3, 0) D(0, 3, 2) b) A(0, 0,0) B(0,1,1) C(1, 1,0) D(1,0, 1) 


62. Dado el plano T=x+3y+2z-5=0, calcular el volumen del tetraedro limitado por m y los 
planos coordenados. 
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SOLUCIONES 
1. T=x+2y-z=-1 


2.a)k=-2;b)k=10 


2x-y=-1 
5.a) r= e ; b) t =x -2y -3z = -2 
y+2z=1 


a) m = —8, n = —1/2; b) m = 4, n = —2 
.a)k=2;b)k=0 


o o n g 


.a) T=x-y+1=0;b) T=-x+y+22+3=0 
10. T=x+y-zZ=-1 

11. 71=x-2y-3=0 

12. =x+y+2z=2 

13. T=x+2y+4z=9 

14. n =4x-2y+z=4 


15. 1 "=2x+y-z=2 


16. B(3, 4, 5) 

o O A 
y+z=1 3x-z=4 

18m=0 


19. a) Q(T/3, 4/3, -5/3); b) QC, 1, 4) 


20. r= == 





21. a) QC, 3, -2); b) QEL, 0, -2); e) Q(2, 1, 1) 


22. T=x+Z=3 


3x+y-6=0 -2y =-1 -2y =0 
23.a) s= a Waen e cds á 
x+z-3=0 y-=z=1 z=3 


24. a) Si m =-3, son paralelos; si m 4-3, son secantes; b) T =x -4y -2z = -7 ; 
c) n =2x+y-=z=4 


Germán Leal Gallo © IES La Bahía. San Fernando (Cádiz) 


25. s= = 


26. s= === 








27. s= zJ ez 





28. s= sa 


x+y=1 
; b) 2/3 u. 
2x+3y+z=0 ) x 


29. a) s=] 


30. 243 u. 

31. T=x+y+Z=2 

32. a) P1, 1, 1); b) P(1, 17/8, 9/8) 

33. T=y-Z+1=0 

34. a) V3 u.; b) 7 u. 

35. a) P(2, 1, -3); b) A(5, 4, -6), BL, -2, 0) 
36. a) P(1, 1, -1); b) P(0, 4, 9), QUO, -4/3, -5/3) 
37. T=2x+y+2z=-1 

38. T=2x+2y+zZ+4=0, 1 =2x+2y+z=14 
39. a) 1 u.;b)5u. 

40. n =6x-3y +2z=13, n” =6x-3y+2z=-15 


41. Paralelos; 2 u. 


42. a) Se eE -b) 3u. 
y+z=0 


F 


43. a) t O EEN 


44. a) 5 u.; b)7u.;c)0u.;d)0u. 





=i 
45. a) s? ; b) V2 u. 
x-z=1 
46. a) T a E 
2 -2 
47. œ = 90° 


48. a) œ = 90° ; b) a = 60° 
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49. a = 30° 

50. a = 69° 

51. P(2, 3, -2); œ = 60° 

52. a) Si m = 0, son paralelos; si m £ 0, son secantes; b) m = 0 


Y5 


53. a) A=5y10 u2; b) a 2 


54. a) A= 4/22 u?; b) A = 27/2 u? 

55. U=x+y+z=-2V3, t =x+y+2=24V3 

56. a) C(1, —2, 0); b) Hay dos soluciones: DE1, 2, 0) ó DE1/9, 2/9, 0) 
57. a) A(L, 2, -2); b) A = 41377/2 u? 


1646, 
—_—ú 
9 


58. A= 


59. V = 3 u? 

60. E(-2, 2, 4), EC, 1, 4), GA, O, 1), H(—1, 1, 4); V = 6 u’ 
61. a) V = 1 u8; b) V = 1/3 u8 

62. V = 125 u8 
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